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❈♦♠♠✐t♠❡♥t ❛♥❞ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t
▼❛r❝✉s ❇❡r❧✐❛♥t ∗ ❙♦✉♥❛❦ ❚❤❛❦✉r †
❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✶✱ ✷✵✶✾
❆❜str❛❝t
❚❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛t❝❤❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠❛r✲
r✐❛❣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ✭❇❆▼▼✮ ♦r ❜② ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣
✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ✭❇■▼✮✳ ❲✐t❤ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥② st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✉♥❞❡r
❇❆▼▼✱ ❜✉t ♥♦t ✉♥❞❡r ❇■▼✳ ■s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇■▼❄ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦r❡ s❡♥✲
s✐t✐✈❡ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣
❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳
❑❡②✇♦r❞s✿ ❚✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣
❏❊▲ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ◆✉♠❜❡rs✿ ❈✼✽✱ ❉✶✱❏✶✷
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t✿ ❲❡ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ ❘♦❜❡rt P♦❧❧❛❦ ❛♥❞ ❙❛♥❣▼♦❦ ▲❡❡ ❢♦r ❤❡❧♣❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❆❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❡rr♦rs ❛r❡ ♦✉r ♦✇♥✳
∗❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❙t✳ ▲♦✉✐s✳ ❊♠❛✐❧✿ ❜❡r❧✐❛♥t❅✇✉st❧✳❡❞✉
†❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② ✐♥ ❙t✳ ▲♦✉✐s✳ ❊♠❛✐❧✿ s♦✉♥❛❦❅✇✉st❧✳❡❞✉
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❛r❛❞✐❣♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r✲
❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇✐♥❞✐♥❣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t✭❇❆▼▼✮✳ ■♥
t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❈❤✐❛♣♣♦r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱
❈❤✐❛♣♣♦r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ ●❛②❧❡ ✫ ❙❤❡♣❤❛r❞ ✭✷✵✶✾✮✮✱ t❤❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r✐t❛❧ s✉r✲
♣❧✉s ✐s ♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t r❡❛❝❤❡❞
✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ✐s ❜✐♥❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜r❡❛❝❤❡❞ ♦r
r❡✲♥❡❣♦t✐❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥② st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ t❤❛t ♠❛② ♦❝❝✉r ✐♥ ❢✉t✉r❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
t❤❡r❡ ✐s ❢✉❧❧ ❝♦♠♠✐t♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡✳
❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❡st❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❆▼▼ ✐s t❤❛t ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
❧❛✇s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ❡①✐t ❢r♦♠ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐✈♦r❝❡✱ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤✐♥
♠❛rr✐❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❱♦❡♥❛ ✭✷✵✶✺✮ ✜♥❞s
t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✈♦r❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❞✐✈✐s✐♦♥ ❧❛✇s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s r❡❞✉❝❡❞ ❢❡♠❛❧❡
❧❛❜♦r ❢♦r❝❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❛t❡s ♦❢ ❛ss❡t ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡s t❤❛t
❤❛❞ ❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛✇s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t
♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡s ❝❤❛♥❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡ ♣❛tt❡r♥s
✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ s❡❡ ▲✉♥❞❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✮ ✖ ❛ ✜♥❞✐♥❣ t❤❛t ✐s ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧❡s
❤❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❇❆▼▼✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ■♥ ▼❛rr✐❛❣❡✭❇■▼✮ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❇■▼✱ ♠❛rr✐❡❞
❝♦✉♣❧❡s ♣❧❛② ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ t❤r❡❛t ♣♦✐♥ts ✭✇❤❡t❤❡r
✐♥t❡r♥❛❧ ❛s ✐♥ ▲✉♥❞❜❡r❣ ✫ P♦❧❧❛❦ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❡①✐t t❤r❡❛ts ❛s ✐♥ ❱♦❡♥❛ ✭✷✵✶✺✮✮ ♦❢ t❤✐s
❣❛♠❡✱ ♠❛rr✐❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ❛tt❛✐♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐❢ t❤r❡❛t ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❡①♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❡❣❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✲❛❞♠✐♥✐st❡r❡❞ ✇❡❧❢❛r❡ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t
❛✛❡❝t r❡❧❛t✐✈❡ s♣♦✉s❛❧ ✐♥❝♦♠❡s✳
❚❤❡ ❇❆▼▼ ❛♥❞ ❇■▼ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❧s♦ ❡♥t❛✐❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r✲
❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇✐t❤
✶
tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥② st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❤✐❣❤❡st t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t②
✭t♦ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✮ ❛♠♦♥❣st ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ✐s ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ❇■▼✳ ❆s P♦❧❧❛❦ ✭✷✵✶✾✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡
♠❛t❝❤✐♥❣s ✉♥❞❡r ❇■▼ ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s
✉♥❞❡r ❇❆▼▼✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❇❆▼▼ ❛♥❞ ❇■▼ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝❛♥
❜❡ ❞✐st✐♥❝t✳
■❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣ ✐s st❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✴❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ✐s t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤✐s ✐s t❤❡ r♦✉t❡ t❛❦❡♥ ❜② P♦❧❧❛❦ ✭✷✵✶✾✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❡✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs t❤❛t
❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♠❛t❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❍✐ts❝❤
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮✱ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ▲❡❡ ✭✷✵✵✾✮✮ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧❡❞ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❢
❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛st ❞♦✉❜t ♦♥
✇❤❡t❤❡r ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉s❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♠❛rr✐❛❣❡
♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡② ❧❡❛✈❡ ♦♣❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r✲
❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇■▼ ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r
❇❆▼▼ ✖ ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞
❡♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ ❜❡ ♣r❡✲
❝✐s❡✱ ✇❡ ♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✿ ❯s✐♥❣ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❝❛♥ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ✭✇✐t❤
tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✮ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❇■▼❄ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡
❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❇■▼ ✇♦r❧❞ ✐s t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❲❡
s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛❣❡♥ts ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❛t❝❤❡s r❡❧✲
❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ✐❢
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s❡① ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❆s ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣✲
✷
❝✐❡♥❝② ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✖ ❛ t❡♥s✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧✲r❡❝♦❣♥✐③❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ ▲❡❡ ✫ ❨❛r✐✈ ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✮✳
❚❤❡ ❡①❡r❝✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛♣❡r ✐s✱ ✐♥ s♣✐r✐t✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r s❡❝♦♥❞
✇❡❧❢❛r❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t❤❡♦r② ✭s❡❡ ▼❛s✲❈♦❧❡❧❧ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✮✱ ✇❤✐❝❤
♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ ❛ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛s ❛
❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✇✐t❤ t❛①❡s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs✮✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦
❛ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❣❛♠❡❀ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥
✉s✐♥❣ ♣r✐❝❡s ✭❛s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇❡❧❢❛r❡ t❤❡♦r❡♠✮ ✐s t❤❡ ✏❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥✑ ✉s✐♥❣ t❤❡
t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡❝♦✲
♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♠❛rr✐❛❣❡
♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞✐s❝✉ss❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❇■▼✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❛ ❜r✐❡❢ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳ ❆❧❧ ♣r♦♦❢s ❛r❡
♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳
✷ ❚❤❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t
M ❛♥❞ W ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❧❡t |M| = |W| = N ✱
✇❤❡r❡ |X| ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t X✳ ▼❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ♣❧❛② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t✇♦✲st❛❣❡ ❣❛♠❡✿ ■♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s✱ ♥♦t s❡q✉❡♥t✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡✱
♠❛t❝❤❡❞ ❝♦✉♣❧❡s ♣❧❛② ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡❛❝❤ ♠❛rr✐❡❞ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡❝✐❞❡s
♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s
✇✐t❤✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ✉t✐❧✐t② ✐s tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❛♥② ❝♦✉♣❧❡✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❧❡t
{≻m}m∈M, {≻w}w∈W ❞❡♥♦t❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ♦✈❡r ❜✉♥❞❧❡s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡
❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥②
✸
m ∈M✱ w ∈ W ✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Um ❛♥❞ Uw✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t
≻m ❛♥❞ ≻w s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♣♦ss✐❜✐❧✐t② s❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
U = {(Um, Uw) ∈ R
2 : Um + Uw ≤ sm,w}. ✭✶✮
✇❤❡r❡ sm,w ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐❢ ♠❛♥ m ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ✇♦♠❛♥ w✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t sm,w > 0 ∀m ∈M✱ w ∈ W ✳ ❚❤✉s✱ ✉t✐❧✐t② ✐s tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
❤♦✉s❡❤♦❧❞✳
❲❤✐❧❡ ✇❡ s❤❛❧❧ ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣❛♠❡ t❤❛t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥✲
t✐❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝ts✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t
✭❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞✮ q✉❛s✐✲❧✐♥❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s s❛t✐s❢② t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ♣r♦♣✲
❡rt② ✭s❡❡ ❇❡r❣str♦♠ ✭✶✾✽✾✮✱ ❈❤✐❛♣♣♦r✐ ✭✷✵✶✼✮✮✳ ❙❡❝♦♥❞✱ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉t✐❧✐t② ❞♦❡s
♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r t♦ ❜❡ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉t✐❧✐t② r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ✐s ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡
❇❡r❣str♦♠ ✫ ❱❛r✐❛♥ ✭✶✾✽✺✮✱ ❈❤✐❛♣♣♦r✐ ✭✷✵✶✼✮✮✳ ■♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ Um ❛♥❞ Uw ❛r❡ s✉❝❤
✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❇■▼
♦r ❇❆▼▼✳ ❯♥❞❡r ❇❆▼▼✱ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts < M,W , S >✱ ✇❤❡r❡ S ✐s ❛ NXN ✉t✐❧✐t②✲s✉r♣❧✉s ♠❛tr✐①✱ ✇❤♦s❡ m,w
✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② sm,w✱ ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ (m,w) ✇❡r❡ t♦ ❜❡
❢♦r♠❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ♥♦♥✲♠❛rr✐❛❣❡ t♦ ③❡r♦ ❢♦r ❡❛❝❤
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❇■▼ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts✿ <M,W , UMBIM , U
W
BIM >✱ ✇❤❡r❡ U
M
BIM ✭U
W
BIM✮ ✐s ❛♥ NXN ♠❛tr✐①
✇❤♦s❡ m,w✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② uMm,w ✭u
W
m,w✮✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛②♦✛ ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡ t❤❛t
✇✐❧❧ ❛❝❝r✉❡ t♦ ♠❛♥m ✭✇♦♠❛♥ w✮ ✐❢ ❤❡ ✭s❤❡✮ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ✇♦♠❛♥ w ✭♠❛♥m✮✳ ❚❤❡s❡
♣❛②♦✛s ❛r❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ✇❡r❡ ❝♦✉♣❧❡
(m,w) t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ❝♦rr❡❝t❧②
❢♦r❡s❡❡♥ ❜② ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
✹
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥❞✉❝❡s ❛ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡♥✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ❛♥② w✱ uWm,w 6= u
W
m′,w ✇❤❡♥❡✈❡r m 6= m
′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❇❆▼▼✱ ✇❡ s❡t UMBIM + U
W
BIM = S✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✿ ❛♥ ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t✴♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✇♦♠❡♥ t♦ ♠❡♥✶ ❛♥❞ ❛ ✉t✐❧✐t② ✐♠♣✉t❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ ♠❛r✐t❛❧ s✉r♣❧✉s ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❧✐t✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ABAMM ❛♥❞ IBAMM ✇❤❡r❡ ABAMM ✐s ❛ ♦♥❡✲
t♦✲♦♥❡ ♦♥t♦ ♠❛♣♣✐♥❣ s✉❝❤ t❤❛t ABAMM : W 7→ M ❛♥❞ ❛♥❞ ❛ NXN ♠❛tr✐①
IBAMM ✱ ✇❤♦s❡ (m,w) − th ❡❧❡♠❡♥t✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② IBAMM(m,w) ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r
✐♥{(Um, Uw) ∈ R2 : m ∈ M, w ∈ W ❛♥❞ Um + Uw ≤ sm,w}✱ m ∈ M✱ w ∈ W ✳ ❇②
❝♦♥tr❛st✱ ✉♥❞❡r ❇■▼ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣❛♠❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❜❥❡❝t✱
♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ABIM : W 7→ M ✇❤❡r❡ ABIM ✐s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❛♥❞ ♦♥t♦✳ ❋♦r
❛♥② ❝♦✉♣❧❡ t❤❛t ♠❛② ❢♦r♠✱ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t♦ t❤❡ ♠❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦♠❛♥ ❛r❡ ❛s ❞✐❝t❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ❇❆▼▼✱ t❤❡ s♣❧✐ts ♦❢ t❤❡ ♠❛r✐t❛❧ s✉r♣❧✉s ❛r❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ✐♥✈✐♦❧❛❜❧❡✱ ✐❡✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡♥❡❣❡❞ ✐♥ ♠❛r✲
r✐❛❣❡✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✉♥❞❡r ❇■▼✱ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✱ ❝♦rr❡❝t❧②
❢♦r❡s❡❡s ❤✐s✴❤❡r ♣❛②♦✛ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
♣❛②♦✛s r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡✱ s❤♦✉❧❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛♥✲✇♦♠❛♥
♣❛✐r ♠❛t❝❤✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♥♦ ❝♦♥tr❛❝ts r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♣❧✐t ♦❢ ♠❛r✐t❛❧ s✉r♣❧✉s
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳
■❢ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❇■▼ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥
t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t② t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r♦♠ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❋♦r ❛♥② i✱ i ∈ M ∪W ✱
✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② i ✉♥❞❡r ❛♥② ❣✐✈❡♥
❛ss✐❣♥♠❡♥t A✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ U˜i : A 7→ R+✱ ✇❤❡r❡
A = {A|A :W 7→M} ❛♥❞ U˜i s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿
✶❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ✉t✐❧✐t② s✉r♣❧✉s ❢r♦♠ ♥♦♥✲♠❛rr✐❛❣❡ t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❡❛❝❤
♠❛rr✐❛❣❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉r♣❧✉s✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✇♦✉❧❞ ♠❛rr② ✉♥❞❡r ❛♥② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣✳ ❆❧s♦✱ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡ ♣♦❧②❣❛♠② ❜② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳
✺
✶✳ ❋♦r ❛♥② A ∈ A✱ m ∈M ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (w,m) ∈ A✱ U˜m(A) = u
M
m,w;BIM
✷✳ ❋♦r ❛♥② A ∈ A✱ w ∈ W ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (w,m) ∈ A✱ U˜w(A) = u
W
m,w;BIM ✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t U˜i(A) ✐s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ i ✉♥❞❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A✳ ❆s ✐s st❛♥❞❛r❞✱
✐♥ t❤✐s ❜❛s✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛t❝❤❡❞ ❝♦✉♣❧❡s✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ♦✉r s❡t✲✉♣✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s♣❧✐t
♦❢ t❤❡ s✉r♣❧✉s ❛❝❝r✉✐♥❣ t♦ ❡❛❝❤ s♣♦✉s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst
st❛❣❡✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ♥♦t s✉♣❡r✢✉♦✉s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
✇❡ ❝❛♥♥♦t r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t ❣❛♠❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡rs✬
❞✐❧❡♠♠❛✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♦♥❡✲s❤♦t ❣❛♠❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡rs✬
❞✐❧❡♠♠❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✲✉♣ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❛ ♣r✐s♦♥❡rs✬ ❞✐❧❡♠♠❛✱ t❤❡ ♣r✐s♦♥❡rs
❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✲✉♣✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
st❛❣❡ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❛ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡
✉t✐❧✐t② s❡tt✐♥❣ ✐♥ ❛ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ▼❛rr✐❛❣❡ ✭❇■▼✮ s❡t✲✉♣✳ ■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇
P♦❧❧❛❦ ✭✷✵✶✾✮✱ ✇❤♦ ♣♦✐♥ts ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛t ❛❣❡♥ts ❢♦r❡s❡❡ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛rr✐❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❛rt♥❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s r❡q✉✐r❡❞
t♦ r✉♥ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
✸ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❈r✐t❡✲
r✐❛ ❛♥❞ ❲❡❧❢❛r❡ ■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❲✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ t♦ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇✐♥❞✲
✐♥❣ ❆❣r❡❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t✭❇❆▼▼✮ ❛♥❞ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ▼❛rr✐❛❣❡✭❇■▼✮✱
✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
✶✳ ❙t❛❜✐❧✐t②✿ ■♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ABIM ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡
✻
❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛ ♣❛✐r (w,m)✱ w ∈ W ✱ m ∈ M s✉❝❤ t❤❛t ABIM(w) 6= m✱
uWm,w > u
W
ABIM (w),w
❛♥❞ uMm,w > u
M
m,A−1
BIM
(m)
✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✐♥ ❛ ❇❆▼▼ s❡tt✐♥❣✱
❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ABAMM ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ✉t✐❧✐t② IBAMM(m,w) =
(u∗m(m,w), u
∗
w(m,w))✱ m ∈ M✱ w ∈ W ✱ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ st❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s
♥♦t ❡①✐st ❛ ♣❛✐r (w′,m′)✱ w′ ∈ W ✱ m′ ∈ M s✉❝❤ t❤❛t ABAMM(w
′) 6= m′✱
u∗w′(m
′, w′) > u∗w′(ABAMM(w
′), w′) ❛♥❞ u∗m′(m
′, w′) > u∗m′(m
′, A−1BAMM(m
′))✳
✷✳ ❲♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ❖♣t✐♠❛❧✐t②✿ ■♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t A ✐s s❛✐❞ t♦
❜❡ ✇♦♠❛♥ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ❛♥♦t❤❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′ ∈ A
s✉❝❤ t❤❛t U˜w(A
′) ≥ U˜w(A) ∀w ∈ W ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ w
′ ∈ W s✉❝❤ t❤❛t
U˜w′(A
′) > U˜w′(A)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♠❛♥ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✷✳
✸✳ ❯t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❖♣t✐♠❛❧✐t②✿ ■♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ABIM ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✲
✐s❢② ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ s♦❝✐❛❧ ♣❧❛♥♥❡r
✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡✱ ✐❡✱ ABIM ∈ ❛r❣ ♠❛①
A′∈A
[∑
m∈M U˜m(A
′) +
∑
w∈W U˜w(A
′)
]
✳ ❆♥❛❧♦✲
❣♦✉s❧②✱ ✐♥ ❛ ❇❆▼▼ s❡tt✐♥❣✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ABAMM ✐s s❛✐❞ t♦ s❛t✐s❢② ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥
♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐❢ ABAMM ∈ ❛r❣ ♠❛①
A′∈A
[ ∑
{(w,m):A′(w)=m}
sm,w
]
✳
■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② ❛♥❞ ❇❆▼▼✱ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✭s❡❡ ❑♦♦♣♠❛♥s ✫ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ✭✶✾✺✼✮✱ ❙❤❛♣❧❡② ✫ ❙❤✉❜✐❦
✭✶✾✼✶✮✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ st❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❇■▼✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❢♦✉♥❞
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ♥♦t ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭s❡❡ P♦❧❧❛❦
✭✷✵✶✾✮✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t
✐♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t②✱
✇❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇♦♠❛♥✲♣r♦♣♦s✐♥❣ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t❤❡ ✏ ✇♦♠❛♥✲❝❤♦♦s✐♥❣✑ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ✇♦♠❛♥✲♣r♦♣♦s✐♥❣ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ t❤❡ ✜rst
r♦✉♥❞✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❤❡r ❢❛✈♦r✐t❡ ♠❛♥✳ ❊❛❝❤ ♠❛♥ t❡♥t❛t✐✈❡❧② ❛❝❝❡♣ts ✭✐❡✱
✏❞❛t❡s✑✮ t❤❡ ✇♦♠❛♥ t❤❛t ❤❡ ♣r❡❢❡rs ♠♦st ❛♠♦♥❣st t❤❡ ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
✷❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❢♦r ❛ ❇❆▼▼ s❡tt✐♥❣✳
✼
❤✐♠✳ ❍❡ r❡❥❡❝ts ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❛❧s✳ ■♥ ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t r♦✉♥❞✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ✇❤♦ ✐s
♥♦t ❝✉rr❡♥t❧② ✏❞❛t✐♥❣✑ ❛ ♠❛♥ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥ ❢r♦♠ ❛♠♦♥❣st t❤❡
s❡t ♦❢ ♠❡♥ ❤❛✈❡ ♥♦t r❡❥❡❝t❡❞ ❤❡r ❛t ❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s r♦✉♥❞✳ ■❢ ❛ ♠❛♥ ♣r❡❢❡rs ❤✐s ❝✉rr❡♥t
♣❛rt♥❡r t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧s ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✱ ❤❡ r❡❥❡❝ts ❛❧❧ ♣r♦♣♦s❛❧s
❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✏❞❛t✐♥❣✑ ❤✐s ❡①✐st✐♥❣ ♣❛rt♥❡r✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ❛ ✇♦♠❛♥ ✇❤♦
❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛ ♠❛♥ ✐s ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ❤✐♠ t❤❛♥ ❤✐s ❝✉rr❡♥t ♣❛rt♥❡r✱ ❤❡ ❡♥❞s
❤✐s ✏❡♥❣❛❣❡♠❡♥t✑ ✇✐t❤ ❤✐s ❝✉rr❡♥t ♣❛rt♥❡r ❛♥❞ st❛rts ✏❞❛t✐♥❣✑ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞
✇♦♠❛♥ ✇❤♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❤✐♠ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r♦✉♥❞✳ ❍❡ r❡❥❡❝ts ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r♦♣♦s❛❧s✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ r❡❥❡❝t✐♦♥s ❜② ♠❡♥✳
❚❤❡ ✏ ✇♦♠❛♥✲❝❤♦♦s✐♥❣✑ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ t❤❡
✜rst st❡♣✱ ❡❛❝❤ ♠❛♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❤✐s ❢❛✈♦r✐t❡ ✇♦♠❛♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ♣♦✐♥ts t♦ ❤❡r
❢❛✈♦r✐t❡ ♠❛♥✳ ■❢ (m1, w1,m2, w2, ...,mk, wk) ❢♦r♠ ❛ ❝②❝❧❡✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ♣❛✐rs ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛♥ s❤❡ ♣♦✐♥ts t♦✳ ▼❛t❝❤❡❞ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♣r♦❝❡❡❞s ✉♥t✐❧ ❡✈❡r②♦♥❡ ✐s ♠❛t❝❤❡❞✳
❆s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② s❤♦✇♥ ❜② ●❛❧❡ ✫ ❙❤❛♣❧❡② ✭✶✾✻✷✮✱ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦✲
❞✉❝❡s ❛ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s
❛ ✇♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✐❡✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♠❡♥ t♦ ✇♦♠❡♥ s✉❝❤ t❤❛t
❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ♥♦ ✇♦♠❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡tt❡r ♦✛ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❦✐♥❣ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♦t❤❡r ✇♦♠❛♥ ✇♦rs❡ ♦✛✳ ❚❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
✇♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
st❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ✫ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✸✮ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳
❆ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r
❛❧❧ ❛❣❡♥ts t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡✐r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❛t ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇♦♠❛♥✲
♣r♦♣♦s✐♥❣ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✇♦♠❛♥✲♦♣t✐♠❛❧✱ ✐t ✐s ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r
❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ t♦ st❛t❡ ❤❡r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✭s❡❡ ❘♦t❤ ✫ ❙♦t♦♠❛②♦r ✭✶✾✾✵✮✱ ❚❤❡♦r❡♠
✹✳✼✱ ♣❛❣❡ ✾✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ str✐❝t ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ st❛❜❧❡
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❡①✐sts✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r s♦♠❡ ♠❛♥ t♦ ♠✐sr❡♣r❡s❡♥t
❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ✇♦♠❛♥✲♣r♦♣♦s✐♥❣ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❘♦t❤ ✫
✽
❙♦t♦♠❛②♦r ✭✶✾✾✵✮✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✹✳✶✷✱ ♣❛❣❡ ✾✻✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ t♦♣
tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ✫ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✸✮✸ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣
tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ❢♦r ✇♦♠❡♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦✉r
❆♣♣❡♥❞✐① ❆ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t str❛t❡❣② ♣r♦♦❢ ❢♦r ♠❡♥✳
✹ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❇❆▼▼ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ ❛ ❇■▼
❋r❛♠❡✇♦r❦
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ❜❡❧♦✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t ♠❛② ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❇■▼ ✇✐t❤ t♦♣✲tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ st❛t❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✇❡ ♠✉st ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❧❡♠♠❛✳
❋♦r J =M,W ✱ ❞❡✜♥❡ UJ = {u ∈ R : ∃ A ∈ A s✳t✳ u =
∑
i∈J U˜i(A)}
U∗J := ♠❛①
A∈A
∑
i∈J U˜i(A) ❛♥❞ A
∗
J = ❛r❣ ♠❛①
A∈A
∑
i∈J U˜i(A)✱ ✳
■♥ ✇♦r❞s✱ A∗J ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠
♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s❡t J ✳
U
∗,(−1)
J := ♠❛①
A∈A\A∗
J
∑
i∈J U˜i(A), J =M,W
■♥ ✇♦r❞s✱ ✐❢ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s ✭♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✮ ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ s❡t J ✭t♦ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s❡①✮ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣
♦r❞❡r✱ U
∗,(−1)
J ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡♠❡♥t✳
❋✉rt❤❡r✱ ❞❡✜♥❡ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆✿ U∗W − U
∗,(−1)
W > U
∗
M✱ ❛♥❞ A
∗
W ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳
❲✐t❤ ❛ ✈✐❡✇ t♦✇❛r❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✜rst✲
❜❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ❛♥② ❣❡♥❞❡r ❛s t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✉t✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❛t ❣❡♥❞❡r ❛❝r♦ss ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆
❆ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ ✜rst✲❜❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ♠❡♥ ❡♥t❛✐❧ ❛
❧♦✇❡r t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ✭t♦ ♠❡♥✮ t❤❛♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✉t✐❧✐t② ✭t♦ ✇♦♠❡♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✸❙❡❡ t❤❡✐r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✱ ♣❣✳ ✼✸✽
✾
✜rst✲❜❡st ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ✇♦♠❡♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡
✉t✐❧✐t② ♦❢ ♥♦♥✲♠❛rr✐❛❣❡ t♦ ③❡r♦✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♠❡♥✱ ❛s ❛ ❣r♦✉♣✱
❛r❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❛rr✐❛❣❡ t❤❛♥ ✇♦♠❡♥✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ✐s ❛
❝❛r❞✐♥❛❧ ♣r♦♣❡rt②✱ ✐❡✱ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤♦❧❞s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦r ❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ●✐✈❡♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ♦✈❡r
♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥
❝❛r❞✐♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✉t✐❧✐t② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✐❡r ✐s ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❛s ✐♥ ✭✶✮✳
❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✶
❆♥ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♠❡♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✇♦♠❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✹
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ✉t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
❚❛❜❧❡ ✶
❲♦♠❛♥ ✶ ❲♦♠❛♥ ✷ ❲♦♠❛♥ ✸
▼❛♥ ✶ ✭✶✱✺✮ ✭✵✱✶✵✮ ✭✵✳✺✱✶✮
▼❛♥ ✷ ✭✵✳✺✱✶✵✮ ✭✶✱✺✮ ✭✵✱✵✳✺✮
▼❛♥ ✸ ✭✵✳✺✱✷✮ ✭✶✱✷✮ ✭✵✱✵✮
■♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① (i, j) ✐s t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (U ji , U
i
j)
✇❤❡r❡ U ji ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛♥ i ✐❢ ❤❡ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ✇♦♠❛♥ j ❛♥❞ U
i
j ❞❡♥♦t❡s
t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇♦♠❛♥ j ✐❢ s❤❡ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ♠❛♥ i✳
■t ✐s ❡❛s② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡ ❆♣✲
♣❡♥❞✐① ❇✮✳
❆s st❛t❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦ss ✐♥ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② t♦
✇♦♠❡♥ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ✜rst✲❜❡st ❢♦r ✇♦♠❡♥ t♦ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
t❤❛t ✐s s❡❝♦♥❞✲❜❡st ❢♦r ✇♦♠❡♥ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ✭t♦ ♠❡♥✮ ♦❢ t❤❡ ✜rst✲❜❡st
❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢♦r ♠❡♥✳ ❚❤✉s✱ ✐t s❡❡♠s ✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t t❤✐s r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
✹❚❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ ✐♥ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉
✫ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✸✮✱ ♣❣✳ ✼✸✻✳ ❈❛r❞✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞
❜② ✉s✳
✶✵
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ✜rst✲❜❡st ❢♦r ✇♦♠❡♥ ❛❧s♦ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ❛❧❧
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✭♦❢ ❜♦t❤ s❡①❡s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜❡❧♦✇✳
▲❡♠♠❛ ✶
■❢ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✱ A∗ ∈ A∗W =⇒ A
∗ ∈ ❛r❣ ♠❛①
A∈A
[∑
m∈M U˜m(A) +∑
w∈W U˜w(A)
]
Pr♦♦❢✿ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
■❢ t❤❡ t♦♣✲tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t A∗ ∈ A∗W ❛♥❞ ❈❖◆✲
❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r t♦♣✲tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❛♥
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
Pr♦♦❢ ✿ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❉✳
❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ t❤❡ ♠❛♥✲
♣♦✐♥t✐♥❣✱ ✇♦♠❛♥✲❝❤♦♦s✐♥❣ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
M1 → W2, M2 → W1, M3 → W3 ✭✷✮
❇② ♣❛rt ✶ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✭✷✮ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✉♥❞❡r ❇❆▼▼✳
❚❤❡ ✇♦♠❛♥✲♣r♦♣♦s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡
✉♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
M1 → W1, M2 → W2, M3 → W3 ✭✸✮
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✭✷✮ ❛♥❞ ✭✸✮ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✳ ❚❤✉s✱ A∗ ✐s ♥♦t st❛❜❧❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
◆♦t❡ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ A∗W ✳ ❲❤✐❧❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❤❛♣♣❡♥✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t
✐s P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ A∗W ✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
✶✶
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ❣❡♥❞❡r ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛♥❞ t❤❡✐r ✉t✐❧✐t✐❡s
❢r♦♠ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❜❡❧♦✇✿
❚❛❜❧❡ ✷
❲♦♠❛♥ ✶ ❲♦♠❛♥ ✷
▼❛♥ ✶ ✭✵✱✶✵✮ ✭✶✱✺✮
▼❛♥ ✷ ✭✵✱✵✮ ✭✶✱✵✮
■❢ ✇❡ r✉♥ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❜♦t❤ ✇♦♠❡♥ ♣♦✐♥t ❛t ♠❛♥ ✶✳
❇♦t❤ ♠❡♥ ♣♦✐♥t ❛t ✇♦♠❛♥ ✷✳ ▼❛♥ ✶ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ✷ ❢♦r♠ t❤❡ ♦♥❧② ❝②❝❧❡✱ s♦ t❤❡②
♠❛t❝❤✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ♠❛♥ ✷ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ✇♦♠❛♥ ✶✳ ❚❤✉s t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
W1 →M2, W2 →M1 ✭✹✮
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭✹✮ ②✐❡❧❞s ❛ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✻✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ t♦t❛❧
✉t✐❧✐t② ♦❢ ✶✶ ②✐❡❧❞❡❞ ❜② ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭✺✮ ❜❡❧♦✇
W1 →M1, W2 →M2 ✭✺✮
❍❡♥❝❡✱ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✭✺✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐♥ t❤✐s ❡❝♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦♣
tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❝❤❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❙✐♥❝❡ ♦✉r ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ t❤❛t ❧❡❛✈❡s ♦♣❡♥
t❤❡ ✐ss✉❡ ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✉♥❞❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✲
✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❛♥t t❤❡r❡♦❢ ❝❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❛❜♦✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤② t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❡♥ ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡②
✶✷
♣r❡❢❡r ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ❧♦s❡ ❧♦✇❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r
r❛♥❦❡❞ ♣❛rt♥❡r ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ❧♦s❡ ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✉t✐❧✐t② ✇❤❡♥ ❢♦r❝❡❞
t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡✐r ♣❛rt♥❡r✱ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t r❡s✉❧t✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦
♠❛❦❡ ♠♦r❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥✿
❲♦♠❛♥ i ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ ✇♦♠❛♥ i′ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿
U˜
(j+1)
i − U˜
(j)
i > N.
(
U˜
(N)
i′ − U˜
(1)
i′
)
∀j ∈ {1, 2, .., N − 1}
✇❤❡r❡ U˜i := {u ∈ R+|∃A ∈ A s✳t✳u = U˜i(A)} ❛♥❞ U˜
(j)
i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ j✲t❤ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝
♦❢ U˜i✳
■♥ ✇♦r❞s✱ ✐❢ ❛ ♠♦r❡ ✏s❡♥s✐t✐✈❡✑ ✇♦♠❛♥ ✇❡r❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♦♥❡
r❛♥❦ ❜❡❧♦✇ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt♥❡r ♦❢ t❤❡ r❛♥❦ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤❡r ♦r❞❡r✐♥❣✮ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ s❤❡ ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ ♠♦r❡ ✉t✐❧✐t② t❤❛♥ ❛❧❧ ✏❧❡ss✑ s❡♥s✐t✐✈❡ ✇♦♠❛♥ ❝♦✉❧❞ ❣❛✐♥
❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r ✇♦rst ♣❛rt♥❡r t♦ ❤❡r ❜❡st ♣❛rt♥❡r✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇♦♠❡♥ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② ♦r❞❡r ♦❢ s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ❲❡ st❛t❡ t❤✐s
❢♦r♠❛❧❧② ✐♥ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✺ ❜❡❧♦✇✳
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t②
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞ ✿
✶✳ ♠✐♥ U˜i = C, C ∈ R+ ∀i ∈ W
✷✳ i ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ i+ 1 ∀i ∈ {1, ..., N − 1}, i ∈ W
✺❚❤❡s❡ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ✇❡❛❦❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥t✱ ❜✉t ✇❡❛❦❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳
✶✸
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✿ ❍✐❡r❛r❝❤②
✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣r♦✉♣s ❧❛❜❡❧❡❞ 1, 2, .., K✱ ✇❤❡r❡ K ≤ N ✱ r❛♥❦❡❞
❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧②❀ ❣r♦✉♣ ✶ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❣r♦✉♣ K ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st✳ ❋♦r✲
♠❛❧❧②✱ ❧❡t t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❡ts P1, P2, ..., PK ❜❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡✱ ✐✳❡✳✱ M∪W ✳
✷✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ❡q✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡t Pk✱ k = 1, 2, ..., K✳
✸✳ ●✐✈❡♥ w1, w2 ∈ W ✱ ✐❢ w1 ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ w2✱ w1 ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s
w2 ♦r ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ w2✳
✹✳ ❋♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ k✱ k < K✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ ❋♦r ❡❛❝❤
✇♦♠❛♥✭♠❛♥✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐st✐♥❝t ♠❛♥✭✇♦♠❛♥✮ ✐♥ ❤❡r✭❤✐s✮ ❧❡✈❡❧ ✇❤♦♠ s❤❡✭❤❡✮
str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❡♥✭✇♦♠❡♥✮ ✐♥ ❤❡r✭❤✐s✮ ❧❡✈❡❧ ♦r ❜❡❧♦✇ ❤❡r✭❤✐s✮ ❧❡✈❡❧✳
❋♦r ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ k > 1✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ ❊❛❝❤ ✇♦♠❛♥✭♠❛♥✮
str✐❝t❧② ♣r❡❢❡rs ❛♥② ♠❛♥✭✇♦♠❛♥✮ ❛❜♦✈❡ ❤❡r✭❤✐s✮ ❧❡✈❡❧ t♦ ❛♥② ♠❛♥✭✇♦♠❛♥✮ ✐♥
❤❡r✭❤✐s✮ ❧❡✈❡❧✳
❖♥❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ t❤❛t
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s ❛ s❝❤♦♦❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦♥t❡①t ✇❤❡r❡ ❛ s❝❤♦♦❧ ♠❛②
❤❛✈❡ ❛ ♣r✐♦r✐t② ❢♦r st✉❞❡♥ts ✇❤♦ ❧✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛tt❡♥❞❛♥❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ s❝❤♦♦❧✱ ♦r ❤❛s
s✐❜❧✐♥❣s ❛tt❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤♦♦❧ ✭s❡❡ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ✫ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✸✮✮✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ✐s ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥t❡①t✱ ✐s
t❤❡ ■♥❞✐❛♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ❝❛st❡s r❛♥❦❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧❧②
✭s❡❡ ❆♥❞❡rs♦♥ ✭✷✵✵✸✮✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ✭✷✵✵✸✮ ✉s❡s ❛ q✉❛❧✐t②✲♦❢✲❣r♦♦♠ ✭❛s
♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ❜r✐❞❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❜r✐❞❡ ♣r❡❢❡rs ❣r♦♦♠s ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r
❝❛st❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r ❝❛st❡✳ ❙✉❝❤ ❛ q✉❛❧✐t②✲♦❢✲❣r♦♦♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ st❛t❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
✶✹
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷
■❢ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❆✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
Pr♦♦❢ ✿ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❊✳
❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✻✿
❊①❛♠♣❧❡ ✸
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❡♥ ✇✐t❤ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇✳
m1 : w1 ≻ w3 ≻ w2
m2 : w2 ≻ w1 ≻ w3
m3 : w2 ≻ w1 ≻ w3
w1 : m2 ≻ m1 ≻ m3
w2 : m1 ≻ m2 ≻ m3
w3 : m1 ≻ m2 ≻ m3
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✐♥ s♦❝✐❡t②✱ ✐❡ K = 2✳ ▲❡✈❡❧ ✶ ❝♦♥s✐sts ♦❢ {m1,m2, w1, w2} ❛♥❞
❧❡✈❡❧ t✇♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ {m3, w3}✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ✷ ✐❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ w1 ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ w2✱ ✇❤♦ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥
w3✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇♦♠❛♥ ❢♦r m1 ❛♥❞ m2 ❛r❡ ❜♦t❤ ❢r♦♠
❧❡✈❡❧ ✶✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r w1 ❛♥❞ w2✳ ❋✉rt❤❡r✱ w3 ✐s m3✬s ✇♦rst ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
m3 ✐s w3✬s ✇♦rst ❝❤♦✐❝❡✳
❚❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆t ❙t❡♣ ✶✱ t❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❝②❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
(w1,m2, w2,m1)✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❝②❝❧❡ ✐s ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛❧❧ ♠❡♠❜❡rs
❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ ✷✱ ✐❡ m3 ❛♥❞ w3 ♣♦✐♥t t♦ s♦♠❡ ♠❡♠❜❡r ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✱ ❜✉t ♥❡✐t❤❡r m3 ♥♦r w3
✐s ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❝②❝❧❡✳ ❆t ❙t❡♣ ✶✱ w1 ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ m2 ❛♥❞ w2 ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ m1✳
✻❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉ ✫ ❙ö♥♠❡③ ✭✷✵✵✸✮✱ ❊①❛♠♣❧❡ ✶✱ P❣✳ ✼✸✻
✶✺
❆t ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡ ♦♥❧② ❝②❝❧❡ ✐s (m3, w3)✳ ❚❤✉s✱ m3 ❛♥❞ w3 ❛r❡ ♣❛✐r❡❞
❛t ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✇♦♠❛♥
P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐t ✐s ♥♦t st❛❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ m1 ♣r❡❢❡rs w3 ♦✈❡r ❤✐s ❝✉rr❡♥t ♠❛t❝❤
❛♥❞ w3 ♣r❡❢❡rs m1 ♦✈❡r ❤❡r ❝✉rr❡♥t ♠❛t❝❤✳ ❚✇♦ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣✳ ❋✐rst✱ ❛❧❧ ♠❛t❝❤❡s ❛r❡
♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❝❛st❡ ❡♥❞♦❣❛♠② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥❞✐❛♥
♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s✱
t❤❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s✱ ♥♦t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧✳
❚❤✐s ✐s ❛ r❡s✉❧t t❤❛t ❤♦❧❞s ❣❡♥❡r❛❧❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ st❛t❡s t❤✐s ❢♦r♠❛❧❧②✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❤♦❧❞s✱ ❛❧❧ ❜✐❧❛t❡r❛❧❧② ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛❝r♦ss ❧❡✈❡❧s✳
Pr♦♦❢ ✿ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❋✳
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❜✐❧❛t❡r❛❧❧② ♣r♦✜t❛❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝r♦ss ❧❡✈❡❧s ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ■♥❞✐❛♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ❝♦♥t❡①t✿ ■❢ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
✐♥ s♦❝✐❡t② ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝❡♥✲
t✐✈❡ t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤♦s❡ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ str✐❝t
s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜r✉t❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts t♦ ❝♦✉♣❧❡s ✇❤♦ ❜✐❧❛t❡r❛❧❧② ❞❡✈✐❛t❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❡r❡
st❛❜❧❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦st❧②✲t♦✲✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦❝✐❛❧ s❛♥❝t✐♦♥s ❛❣❛✐♥st ✐♥t❡r✲❝❛st❡
♠❛rr✐❛❣❡s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❛r✲
r✐❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ■♥❞✐❛♥ ♠❛r❦❡t ✇❡r❡ t♦ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❲❡ ♥♦✇ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦♥✈❡rs❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱ ❞❡✜♥❡ ❈❖◆✲
❉■❚■❖◆ ❇ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
✶✻
❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇✿ U∗W −
∑
w∈W U˜w(A
∗
M) > U
∗
M✱ A
∗
W ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ❛♥❞ A
∗
M ∩
A∗W = ∅✳
■♥ ✇♦r❞s✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇ r❡q✉✐r❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦ss ✐♥ ✉t✐❧✐t② t♦ ✇♦♠❡♥ ❜②
♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ✜rst✲❜❡st ❢♦r ✇♦♠❡♥ t♦ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s
✜rst✲❜❡st ❢♦r ♠❡♥ ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② t♦ ❛❧❧ ♠❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s ✜rst✲
❜❡st ❢♦r ♠❡♥✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ A∗M ∩ A
∗
W = ∅✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ =⇒ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇
❚♦ s❡❡ ✇❤② t❤✐s ✐s tr✉❡✱ ❛ss✉♠❡ t❤❛t A∗M ∩ A
∗
W = ∅ ❛♥❞ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✳ ❙♦✱
U
∗,(−1)
W ≥
∑
w∈W U˜w(A
∗
M)✳ ❍❡♥❝❡✱
U∗W − U
∗,(−1)
W > U
∗
M =⇒ U
∗
W −
∑
w∈W U˜w(A
∗
M) > U
∗
M
❍❡♥❝❡✱ A∗M ∩ A
∗
W = ∅ ❛♥❞ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ =⇒ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② A∗TTC
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹
■❢ A∗BAMM = A
∗
TTC = A
∗
W ✱ A
∗
M ∩ A
∗
BAMM = ∅ ❛♥❞ A
∗
BAMM ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✱ t❤❡♥
❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇ ❤♦❧❞s✳
Pr♦♦❢✿ ❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ●
◆❡①t✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇✿
❊①❛♠♣❧❡ ✹
❚❛❜❧❡ ✸
❲♦♠❛♥ ✶ ❲♦♠❛♥ ✷ ❲♦♠❛♥ ✸
▼❛♥ ✶ ✭✺✱✺✵✵✮ ✭✵✳✶✱✷✺✮ ✭✶✱✻✮
▼❛♥ ✷ ✭✶✱✶✵✵✵✮ ✭✺✱✺✵✮ ✭✵✳✶✱✺✮
▼❛♥ ✸ ✭✶✱✵✳✶✮ ✭✺✱✵✳✶✮ ✭✵✳✶✱✵✳✶✮
✶✼
■♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① (i, j) ✐s t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r (U ji , U
i
j)
✇❤❡r❡ U ji ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛♥ i ✐❢ ❤❡ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ✇♦♠❛♥ j ❛♥❞ U
i
j ❞❡♥♦t❡s t❤❡
✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇♦♠❛♥ j ✐❢ s❤❡ ✇❡r❡ t♦ ♠❛rr② ♠❛♥ i✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s❛t✐s✜❡s ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❛♥❞ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱ ❜✉t ❢❛✐❧s t♦ s❛t✐s❢②
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❍✱ t❤❡
t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
W1 →M1, W2 →M2, W3 →M3
❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛❜♦✈❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ✉t✐❧✐t② ♦❢ ✺✻✵✳✷ t♦ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✵✷✻✳✸ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
W1 →M2, W2 →M1, W3 →M3
❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥
❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t✴♠❛t❝❤✐♥❣✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ✏✉♥✉s✉❛❧✑ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ st❛❜❧❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ P❛r❡t♦
♦♣t✐♠❛❧✱ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇■▼ ✇✐t❤ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ t♦♣✲tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉❧❞
❜❡ ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✉♥❞❡r ❇❆▼▼✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✼✳
❊①❛♠♣❧❡ ✺
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠❡♥ ❛♥❞ t✇♦ ✇♦♠❡♥ ✇❤♦s❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ✉t✐❧✐t② s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❇❆▼▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
M1 → W1, M2 → W2 ✭✻✮
✼❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ P♦❧❧❛❦ ✭✷✵✶✾✮✱ ♣❣ ✷✸✳
✶✽
❚❛❜❧❡ ✹
❲♦♠❛♥ ✶ ❲♦♠❛♥ ✷
▼❛♥ ✶ ✭✶✶✱✶✮ ✭✷✱✷✮
▼❛♥ ✷ ✭✷✱✷✮ ✭✵✱✵✮
■rr❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✉s❡s t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡②
❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❇■▼ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
M1 → W2, M2 → W1 ✭✼✮
◆♦t❡ t❤❛t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t✳
✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ s❡t ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛t❝❤❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✇❡❧❢❛r❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❜✐♥❞✐♥❣ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ✭❇❆▼▼✮ ♦r ❜② ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ♠❛rr✐❛❣❡ ✭❇■▼✮ ✇✐t❤ ♥♦
❝♦♠♠✐t♠❡♥t✳ ❲✐t❤ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✱ ❛♥② st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t
✉♥❞❡r ❇❆▼▼✳ ❚❤✐s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✉♥❞❡r ❇■▼✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ♠♦r❡
✭❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✮ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛♥ ❇❆▼▼✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡✈❡♥ ✐♥ ❛ ❇■▼ s❡tt✐♥❣✳ ■❢
❛❣❡♥ts ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♠❛t❝❤❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ s✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ r❛♥❦❡❞ ❜② s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r
♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s❡① ❛r❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣✳
●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ●❛❧❡✲
❙❤❛♣❧❡② ❛♥❞ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✉♥❞❡r ❇■▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ ✐t ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦
❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡tt❡r r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞
♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ♠❡❛♥t t♦ s❡r✈❡ ❛s ❧✐t❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛
✶✾
♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✖ st❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❛♥❞ P❛r❡t♦ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛t✐♦♥ ❛s t♦ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❜❡tt❡r ❧✐t❡r❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣
❜✉t ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❡tt❡r ❛❜❧❡ t♦ r❛t✐♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ❤❛r❞❧② ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❛rr✐❛❣❡✲♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲
tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t② s❡tt✐♥❣ t❤❛t ✉s❡ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❍✐ts❝❤
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡st✐♠❛t❡ ♠❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢r♦♠ ♠❛t❝❤❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t✐♥❣ s✐t❡✳ ❚❤❡♥
t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❛t❝❤❡s ♦♥ t❤❡ ❞❛t✐♥❣ s✐t❡ ❛♥❞ ❞♦
❢❛✐r❧② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t ♠❛t❝❤❡s ✐♥
t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✱ ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✱ t❤❡ ●❛❧❡✲
❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❞❡r♣r❡❞✐❝ts ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡❡
✭✷✵✵✾✮ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①❡r❝✐s❡ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♠❛t❝❤♠❛❦✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
✐♥ ❙♦✉t❤ ❑♦r❡❛✳ ■♥ ❤❡r ❡①❡r❝✐s❡✱ s❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♠❛t❝❤♠❛❦❡r ❞❛t❛✱
❛♥❞ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ❛ ❢❛✐r ❥♦❜ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ❛♠♦♥❣st ✉s❡rs
♦❢ ♦♥❧✐♥❡ s❡r✈✐❝❡s✳ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ♦✛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❇❛♥❡r❥❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ✉s❡ ❞❛t❛ ♦♥ ♠❛t❝❤❡s ✐♥
t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ❢r♦♠ ■♥❞✐❛ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ♣❛rt♥❡r ❛ttr✐❜✉t❡s✱ ♠♦st
♥♦t❛❜❧② ❢♦r ❝❛st❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt♥❡r✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡✐r ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡
♠❛t❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❲❤✐❧❡
♠♦♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ♠❛t❝❤ ❞❛t❛ ✜t r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♠❛t❝❤❡s ♦♥ s❡✈❡r❛❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡✐r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦✈❡r♣r❡❞✐❝t ✭❜② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♠❛r❣✐♥✮ ❝❛st❡ ❤♦♠♦❣❛♠②
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ ❛ st❡❧❧❛r ❥♦❜ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣
♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❡✈✐❞❡♥❝❡ t♦ s✉❣❣❡st t❤❛t
❇■▼✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❇❆▼▼✱ ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♠♦❞❡❧ ♦♥❣♦✐♥❣ ♠❛rr✐❛❣❡s✱
t❤❡r❡ ❛r❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s t❤❛t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r
✷✵
t❤❡ ♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
❇❆▼▼ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s ❣♦✈❡r♥✐♥❣ ♠❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦✉rts❤✐♣ ✈❛r②
✇✐❞❡❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ st❛❜✐❧✐t②✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❑②r❣②③st❛♥✱ ♠❡♥ r♦✉t✐♥❡❧② ❦✐❞♥❛♣ ✇♦♠❡♥✱ ♦❢t❡♥ ✇✐t❤♦✉t t❤❡✐r ❝♦♥s❡♥t✱
❢♦r ♠❛rr✐❛❣❡ ✭s❡❡ ❑❧❡✐♥❜❛❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ❍❛♥❞r❛❤❛♥ ✭✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ◆❡❞♦❧✉③❤❦♦ ✫ ❆❣❛❞✲
❥❛♥✐❛♥ ✭✷✵✶✺✮✮✳ ■♥ ■♥❞✐❛✱ ❝❛st❡ ❡♥❞♦❣❛♠② ❛♥❞ ❝❧❛♥ ❡①♦❣❛♠② ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ♣r❡✈❛❧❡♥t✳ ■t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s♦❝✐❛❧ ♥♦r♠s r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❡♥❞♦❣❛♠② ❛♥❞ ❡①♦❣❛♠② s❡r✈❡ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡
❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡s ♠❛② ♥♦t ❜❡ st❛❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② ❜r✉t❛❧ s♦❝✐❛❧ ♣✉♥✐s❤♠❡♥ts t♦ ❝♦✉♣❧❡s t❤❛t ❞❡✈✐❛t❡
❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉t✐❧✐t❛r✐❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦
❜✐❧❛t❡r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts
✐♥ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣r❡❞✐❝t♦r ♦❢ ♠❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡
r❡❛❧ ✇♦r❧❞ t❤❛♥ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❤❛t ✐s
st❛❜❧❡✳ ■♥ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ✇❡ ✐♥t❡♥❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡
st✉❞✐❡s ❝✐t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❆❜❞✉❧❦❛❞✐r♦➜❧✉✱ ❆t✐❧❛✱ ✫ ❙ö♥♠❡③✱ ❚❛②❢✉♥✳ ✷✵✵✸✳ ❙❝❤♦♦❧ ❝❤♦✐❝❡✿ ❆ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡s✐❣♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✾✸✭✸✮✱ ✼✷✾✕✼✹✼✳
❆♥❞❡rs♦♥✱ ❙✐✇❛♥✳ ✷✵✵✸✳ ❲❤② ❞♦✇r② ♣❛②♠❡♥ts ❞❡❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♠♦❞❡r♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❊✉r♦♣❡
❜✉t ❛r❡ r✐s✐♥❣ ✐♥ ■♥❞✐❛✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✶✶✭✷✮✱ ✷✻✾✕✸✶✵✳
❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❆❜❤✐❥✐t✱ ❉✉✢♦✱ ❊st❤❡r✱ ●❤❛t❛❦✱ ▼❛✐tr❡❡s❤✱ ✫ ▲❛❢♦rt✉♥❡✱ ❏❡❛♥♥❡✳ ✷✵✶✸✳
▼❛rr② ❢♦r ✇❤❛t❄ ❈❛st❡ ❛♥❞ ♠❛t❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠♦❞❡r♥ ■♥❞✐❛✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❏♦✉r♥❛❧✿ ▼✐❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✺✭✷✮✱ ✸✸✕✼✷✳
❇❡r❣str♦♠✱ ❚❤❡♦❞♦r❡ ❈✳ ✶✾✽✾✳ ❆ ❢r❡s❤ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r♦tt❡♥ ❦✐❞ t❤❡♦r❡♠✕❛♥❞ ♦t❤❡r
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♠②st❡r✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✾✼✭✺✮✱ ✶✶✸✽✕✶✶✺✾✳
✷✶
❇❡r❣str♦♠✱ ❚❤❡♦❞♦r❡ ❈✱ ✫ ❱❛r✐❛♥✱ ❍❛❧ ❘✳ ✶✾✽✺✳ ❲❤❡♥ ❞♦ ♠❛r❦❡t ❣❛♠❡s ❤❛✈❡ tr❛♥s✲
❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②❄ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ✸✺✭✷✮✱ ✷✷✷✕✷✸✸✳
❈❤✐❛♣♣♦r✐✱ P✐❡rr❡✲❆♥❞ré✳ ✷✵✶✼✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ tr❛♥s❢❡rs✿ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝s ♦❢ ❧♦✈❡ ❛♥❞
♠❛rr✐❛❣❡✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
❈❤✐❛♣♣♦r✐✱ P✐❡rr❡✲❆♥❞ré✱ ❙❛❧❛♥✐é✱ ❇❡r♥❛r❞✱ ✫ ❲❡✐ss✱ ❨♦r❛♠✳ ✷✵✶✼✳ P❛rt♥❡r ❝❤♦✐❝❡✱
✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r✐t❛❧ ❝♦❧❧❡❣❡ ♣r❡♠✐✉♠✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✼✭✽✮✱ ✷✶✵✾✕✻✼✳
❈❤✐❛♣♣♦r✐✱ P✐❡rr❡✲❆♥❞ré✱ ❉✐❛s✱ ▼♦♥✐❝❛ ❈♦st❛✱ ✫ ▼❡❣❤✐r✱ ❈♦st❛s✳ ✷✵✶✽✳ ❚❤❡ ▼❛r✲
r✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t✱ ▲❛❜♦r ❙✉♣♣❧②✱ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥ ❈❤♦✐❝❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱
✶✷✻✭❙✶✮✱ ❙✷✻✕❙✼✷✳
●❛❧❡✱ ❉❛✈✐❞✱ ✫ ❙❤❛♣❧❡②✱ ▲❧♦②❞ ❙✳ ✶✾✻✷✳ ❈♦❧❧❡❣❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
♠❛rr✐❛❣❡✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥t❤❧②✱ ✻✾✭✶✮✱ ✾✕✶✺✳
●❛②❧❡✱ ●❡♦r❣❡✲▲❡✈✐✱ ✫ ❙❤❡♣❤❛r❞✱ ❆♥❞r❡✇✳ ✷✵✶✾✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❛①❛t✐♦♥✱ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ❤♦♠❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✽✼✭✶✮✱ ✷✾✶✕✸✷✻✳
❍❛♥❞r❛❤❛♥✱ ▲♦r✐✳ ✷✵✵✹✳ ❍✉♥t✐♥❣ ❢♦r ✇♦♠❡♥✿ ❜r✐❞❡✲❦✐❞♥❛♣♣✐♥❣ ✐♥ ❑②r❣②③st❛♥✳ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❋❡♠✐♥✐st ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ P♦❧✐t✐❝s✱ ✻✭✷✮✱ ✷✵✼✕✷✸✸✳
❍✐ts❝❤✱ ●✉♥t❡r ❏✱ ❍♦rt❛çs✉✱ ❆❧✐✱ ✫ ❆r✐❡❧②✱ ❉❛♥✳ ✷✵✶✵✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡
❞❛t✐♥❣✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✵✭✶✮✱ ✶✸✵✕✻✸✳
❑❧❡✐♥❜❛❝❤✱ ❘✉ss❡❧❧✱ ❆❜❧❡③♦✈❛✱ ▼❡❤r✐❣✐✉❧✱ ✫ ❆✐t✐❡✈❛✱ ▼❡❞✐♥❛✳ ✷✵✵✺✳ ❑✐❞♥❛♣♣✐♥❣ ❢♦r
♠❛rr✐❛❣❡ ✭❛❧❛ ❦❛❝❤✉✉✮ ✐♥ ❛ ❑②r❣②③ ✈✐❧❧❛❣❡✳ ❈❡♥tr❛❧ ❆s✐❛♥ ❙✉r✈❡②✱ ✷✹✭✷✮✱ ✶✾✶✕✷✵✷✳
❑♦♦♣♠❛♥s✱ ❚❥❛❧❧✐♥❣ ❈✱ ✫ ❇❡❝❦♠❛♥♥✱ ▼❛rt✐♥✳ ✶✾✺✼✳ ❆ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛✱ ✷✺✭✶✮✱ ✺✸✕✼✻✳
▲❡❡✱ ❙❛♥❣▼♦❦✱ ✫ ❨❛r✐✈✱ ▲❡❡❛t✳ ✷✵✶✽✳ ❖♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ st❛❜❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✐♥ ❧❛r❣❡
♠❛r❦❡ts✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞✳
✷✷
▲❡❡✱ ❙♦♦❤②✉♥❣✳ ✷✵✵✾✳ ▼❛rr✐❛❣❡ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ ♠❛t❡✲s❡❛r❝❤ s❡r✈✐❝❡s✿ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❙♦✉t❤
❑♦r❡❛✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼❛r②❧❛♥❞✱ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r✳
▲✉♥❞❜❡r❣✱ ❙❤❡❧❧②✱ ✫ P♦❧❧❛❦✱ ❘♦❜❡rt ❆✳ ✶✾✾✸✳ ❙❡♣❛r❛t❡ s♣❤❡r❡s ❜❛r❣❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
♠❛rr✐❛❣❡ ♠❛r❦❡t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ♣♦❧✐t✐❝❛❧ ❊❝♦♥♦♠②✱ ✶✵✶✭✻✮✱ ✾✽✽✕✶✵✶✵✳
▲✉♥❞❜❡r❣✱ ❙❤❡❧❧② ❏✱ P♦❧❧❛❦✱ ❘♦❜❡rt ❆✱ ✫ ❲❛❧❡s✱ ❚❡r❡♥❝❡ ❏✳ ✶✾✾✼✳ ❉♦ ❤✉s❜❛♥❞s
❛♥❞ ✇✐✈❡s ♣♦♦❧ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡s❄ ❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠ ❝❤✐❧❞ ❜❡♥❡✜t✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍✉♠❛♥ ❘❡s♦✉r❝❡s✱ ✸✷✭✸✮✱ ✹✻✸✕✹✽✶✳
▼❛s✲❈♦❧❡❧❧✱ ❆♥❞r❡✉✱ ❲❤✐♥st♦♥✱ ▼✐❝❤❛❡❧ ❉❡♥♥✐s✱ ●r❡❡♥✱ ❏❡rr② ❘✱ ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✺✳ ▼✐❝r♦❡✲
❝♦♥♦♠✐❝ t❤❡♦r②✳ ❱♦❧✳ ✶✳ ❖①❢♦r❞ ✉♥✐✈❡rs✐t② ♣r❡ss ◆❡✇ ❨♦r❦✳
◆❡❞♦❧✉③❤❦♦✱ ▲❡s✐❛✱ ✫ ❆❣❛❞❥❛♥✐❛♥✱ ❱✐❝t♦r✳ ✷✵✶✺✳ ❇❡t✇❡❡♥ tr❛❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡r♥✐t②✿
▼❛rr✐❛❣❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❑②r❣②③st❛♥✳ ❉❡♠♦❣r❛♣❤②✱ ✺✷✭✸✮✱ ✽✻✶✕✽✽✷✳
P♦❧❧❛❦✱ ❘♦❜❡rt ❆✳ ✷✵✶✾✳ ❍♦✇ ❇❛r❣❛✐♥✐♥❣ ✐♥ ▼❛rr✐❛❣❡ ❉r✐✈❡s ▼❛rr✐❛❣❡ ▼❛r❦❡t ❊q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s✱ ✸✼✭✶✮✱ ✷✾✼✕✸✷✶✳
❘♦t❤✱ ❆❧✈✐♥ ❊✱ ✫ ❙♦t♦♠❛②♦r✱ ▼❛r✐❧❞❛ ❆ ❖❧✐✈❡✐r❛✳ ✶✾✾✵✳ ❚✇♦✲s✐❞❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❱♦❧✉♠❡
✶✽ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝ ❙♦❝✐❡t② ▼♦♥♦❣r❛♣❤s✳
❙❤❛♣❧❡②✱ ▲❧♦②❞ ❙✱ ✫ ❙❤✉❜✐❦✱ ▼❛rt✐♥✳ ✶✾✼✶✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❣❛♠❡ ■✿ ❚❤❡ ❝♦r❡✳ ■♥t❡r✲
♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ✶✭✶✮✱ ✶✶✶✕✶✸✵✳
❱♦❡♥❛✱ ❆❧❡ss❛♥❞r❛✳ ✷✵✶✺✳ ❨♦✉rs✱ ▼✐♥❡✱ ❛♥❞ ❖✉rs✿ ❉♦ ❉✐✈♦r❝❡ ▲❛✇s ❆✛❡❝t t❤❡
■♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ▼❛rr✐❡❞ ❈♦✉♣❧❡s❄ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✱ ✶✵✺✭✽✮✱
✷✷✾✺✕✷✸✸✷✳
✷✸
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s
❆ ❊①❛♠♣❧❡✿ ❚♦♣ ❚r❛❞✐♥❣ ❈②❝❧❡s ✐s ♥♦t str❛t❡❣②✲
♣r♦♦❢ ❢♦r ♠❡♥
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦✇ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t str❛t❡❣② ♣r♦♦❢
❢♦r ♠❡♥✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❡♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿
m1 : w1 ≻ w3 ≻ w2
m2 : w2 ≻ w1 ≻ w3
m3 : w2 ≻ w1 ≻ w3
w1 : m2 ≻ m1 ≻ m3
w2 : m1 ≻ m2 ≻ m3
w3 : m1 ≻ m2 ≻ m3
■❢ ❡✈❡r②♦♥❡ r❡✈❡❛❧s ❤❡r✴❤✐s tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
m1 → w2, m2 → w1, m3 → w3
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♠❛♥ ✶ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦♠❛♥ r❛♥❦❡❞ ❧♦✇❡st ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐s ♣r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳
❙✉♣♣♦s❡ ♠❛♥ ✶✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡✈❡❛❧✐♥❣ ❤✐s tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
mfalse1 : w3 ≻ w1 ≻ w2✳
❙✉♣♣♦s❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② st❛t❡ t❤❡✐r tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②s❧❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
m1 → w3, m2 → w2, m3 → w1
◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♠❛♥ ✶ ✐s ♥♦✇ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦♠❛♥ r❛♥❦❡❞ s❡❝♦♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤✐s
tr✉❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ tr✉t❤✲t❡❧❧✐♥❣ ✐s ♥♦t ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t str❛t❡❣② ❢♦r ♠❛♥ ✶✳
✷✹
❇ ❊①❛♠♣❧❡ ✶ s❛t✐s✜❡s ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆
❚❛❜❧❡ ✺✿ ❚❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❯t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ P♦ss✐❜❧❡ ❆ss✐❣♥♠❡♥ts
(m,w) ♣❛✐rs
∑
m∈M Um
∑
w∈W Uw
✭✶✱✶✮✱ ✭✷✱✷✮✱ ✭✸✱✸✮ ✷ ✶✵
✭✶✱✷✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✸✱✶✮ ✵✳✺ ✶✷✳✺
✭✶✱✸✮✱ ✭✷✱✶✮✱ ✭✸✱✷✮ ✷ ✶✸
✭✶✱✶✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✸✱✷✮ ✷ ✼✳✺
✭✶✱✷✮✱ ✭✷✱✶✮✱ ✭✸✱✸✮ ✵✳✺ ✷✵
✭✶✱✸✮✱ ✭✷✱✷✮✱ ✭✸✱✶✮ ✷ ✽
▼❛①✐♠✉♠ ✷ ✷✵
❍❡r❡✱ U∗M = 2✱ U
∗
W = 20✱ U
∗,(−1)
W = 13
∴ U∗W − U
∗,(−1)
W = 7 > 2 = U
∗
M✳
❍❡♥❝❡✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✳
❈ Pr♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶
❙✉♣♣♦s❡ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✱ A∗ ∈ A∗W ❜✉t A
∗ /∈ ❛r❣ ♠❛①
A∈A
[∑
m∈M U˜m(A) +∑
w∈W U˜w(A)
]
✳ ❚❤❡♥✱ ∃ A′ ∈ A✱ A′ 6= A∗ s✉❝❤ t❤❛t
[∑
m∈M U˜m(A
′) +
∑
w∈W U˜w(A
′)
]
>
[∑
m∈M U˜m(A
∗) +
∑
w∈W U˜w(A
∗)
]
=⇒
[∑
m∈M U˜m(A
′)+
∑
w∈W U˜w(A
′)
]
>
[∑
m∈M U˜m(A
∗)+U∗W
] [
∵ A∗ ∈ A∗W
]
❘❡❛rr❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆✱ ✇❡ ❤❛✈❡
[ ∑
m∈M
U˜m(A
′)−
∑
m∈M
U˜m(A
∗)
]
>
[
U∗W −
∑
w∈W
U˜w(A
′)
]
≥ U∗W − U
∗,(−1)
W > U
∗
M ✭✽✮
❇✉t U∗M ≥
∑
m∈M
U˜m(A
′) ≥
[ ∑
m∈M
U˜m(A
′)−
∑
m∈M
U˜m(A
∗)
]
∀A′ ∈ A ✭✾✮
❋r♦♠ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ U∗M > U
∗
M ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳
✷✺
❉ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ t♦♣✲tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t A∗ ∈ A∗W ❛♥❞ ❈❖◆✲
❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✳ ❲✐t❤ tr❛♥s❢❡r❛❜❧❡ ✉t✐❧✐t②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
✉♥❞❡r ❇❆▼▼ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A∗BAMM = {A ∈ A : A ∈ ❛r❣ ♠❛①
A∈A
[∑
m∈M U˜m(A) +∑
w∈W U˜w(A)
]
}✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ✐s tr✉❡✱ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡
t❤❛t A∗ ∈ A∗BAMM . 
❊ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷
❙t❡♣ ✶
❉❡✜♥✐t✐♦♥✿ ◆❡st❡❞ ❈②❝❧❡
❆ ❝②❝❧❡ C = (m1, w1, ....,mn, wn) ✐s ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ k✱ k ≤ K ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r
❛♥② j✱ j = 1, 2, ..., n✱ s✉❝❤ t❤❛t mj, wj ∈ C✱ mj ❛♥❞ wj ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥ ❧❡✈❡❧ k✳
❈❧❛✐♠✿ ❆t ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧✱
✐❡✱ ❧❡✈❡❧ ✶✳
Pr♦♦❢ ✿
❙✉♣♣♦s❡ ♥♦t✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝②❝❧❡ ♥♦t ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❋✐rst✱ ♥♦t✐❝❡
t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❜❡❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✶ ❛r❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t s♦♠❡♦♥❡ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❙♦ ❛♥② ❝②❝❧❡
❤❛s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❡rs♦♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❙✉♣♣♦s❡ s✉❝❤ ❛ ❝②❝❧❡ ✐s ♥♦t ♥❡st❡❞
✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❛♥ ♦r ✇♦♠❛♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶ ✇❤♦ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣
❛t ❛ ✇♦♠❛♥ ♦r ♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ k✱ k > 1✳ ❇✉t t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s s❤❡ ♦r ❤❡ ♣r❡❢❡rs ❛ ♣❛rt♥❡r
❜❡❧♦✇ ❤❡r ♦r ❤✐s ❧❡✈❡❧ t♦ ❛❧❧ ♣❛rt♥❡rs ❛t ❤❡r✴❤✐s ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙t❡♣ ✷
❈❧❛✐♠✿ ❊❛❝❤ ♠❛♥ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ♣❛rt ♦❢ s♦♠❡ ❝②❝❧❡ ❛t ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ t♦♣
tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ✭❚❚❈✮✳
Pr♦♦❢ ✿
✷✻
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ✇♦♠❡♥ ❛♥❞ ♠❡♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ ❛♥② ❝②❝❧❡
❛t ❙t❡♣ ✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❝②❝❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ♠❛♥ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ❤❛s
❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛t❡✱ ♥♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛♥② ❝②❝❧❡ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ❛♥② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❤♦ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❛s ♠❛♥② ♠❡♥ ❛s ✇♦♠❡♥ ✇❤♦ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛♥② ❝②❝❧❡✳ ▲❡t ❡❛❝❤ ♠❛♥ ♣♦✐♥t t♦
❤✐s ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ✇♦♠❛♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ♣♦✐♥t t♦ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥✳ ▲❡t
s✉❝❤ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ❢♦r♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✿ (mc1, w
c
1, ....,m
c
l , w
c
l )✳ ❚❤❡♥✱ w
c
l
♠✉st ❜❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t s♦♠❡ ♠❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ❧✐st✱ t❤✉s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡✱ ❛♥❞
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧❛✐♠ t❤❛t ♥♦ ♠❛♥ ♦r ✇♦♠❛♥ ✐♥ (mc1, w
c
1, ....,m
c
l , w
c
l ) ❜❡❧♦♥❣s
t♦ ❛ ❝②❝❧❡✳
❙t❡♣ ✸
❈❧❛✐♠✿ ❊❛❝❤ ♠❛♥ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ❛t ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✳
Pr♦♦❢ ✿
❋r♦♠ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ❡❛❝❤ ♠❛♥ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ♣❛rt ♦❢ s♦♠❡ ❝②❝❧❡✳
❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥ s❤❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❛t
❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✳ ❍❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♠❛♥ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ❛t ❙t❡♣ ✶ ♦❢
t❤❡ ❚❚❈✳
❙t❡♣ ✹
❈❧❛✐♠✿ ❆t ❛♥② s✉❜s❡q✉❡♥t ❙t❡♣ k ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ k✳
❆❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛t ❧❡✈❡❧ k ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ k✳
Pr♦♦❢ ✿
❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ k✳
❙✉♣♣♦s❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❢♦r s♦♠❡ k = m✱ m ≤ K − 1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
st❛t❡♠❡♥t ✐s tr✉❡ ❢♦r k = m+1✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❙t❡♣ m+1 ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❛t ♦r ❛❜♦✈❡ ❧❡✈❡❧ m ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❛t❝❤❡❞✳ ✭❚❤✐s ❤♦❧❞s ❜② t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳✮
❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ❛❧❧ ❝②❝❧❡s ❛t ❙t❡♣ m+1 ♦❢ t❤❡ ❚❚❈
✷✼
❛r❡ ♥❡st❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧❡✈❡❧ m+1✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛s ✐♥ ❙t❡♣ ✷ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ ❡❛❝❤
♠❛♥ ❛♥❞ ✇♦♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ m+ 1 ✐s ♣❛rt ♦❢ s♦♠❡ ❝②❝❧❡ ❛t ❙t❡♣ m+ 1 ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ ❛♥❞
❛r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❛t❝❤❡❞ ❛t ❙t❡♣ m+ 1 ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✳
❙t❡♣ ✺
❈❧❛✐♠✿ ❚❤❡ t♦♣ tr❛❞✐♥❣ ❝②❝❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ A∗ ✇❤❡r❡ A∗ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿
A∗(w1) = mj s✳t✳ Uw1(mj) = max{Uw1(m1), Uw1(m2), ...., Uw1(mN)}
❋♦r j = {2, 3, ..., N}✱ A∗(wj) = ml
s✳t✳ Uwj(ml) = max
{
{Uwj(m1), Uwj(m2), ...., Uwj(mN)}\ ∪
i=1,..,j−1
A(wi)
}
Pr♦♦❢ ✿
❈♦♥s✐❞❡r ✇♦♠❡♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶✱ ✐❡ w1, .., wK1 ✳ ❊❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞
❞✐st✐♥❝t ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥✳ ❚❤✉s✱ m∗l 6= m
∗
l′ ∀ l 6= l
′✱ wl, wl′ ∈ ❧❡✈❡❧ ✶✱ ✇❤❡r❡
m∗l := argmax{Uwl(m1), Uwl(m2), ...., Uwl(mN)}
❍❡♥❝❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ✇♦♠❡♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶✱ A∗ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿
A∗(w1) = mj s✳t✳ Uw1(mj) = max{Uw1(m1), Uw1(m2), ...., Uw1(mN)}✱ ❛♥❞
❢♦r j = {2, 3, ..., K1}✱ A
∗(wj) = m
∗
l
s✳t✳ Uwj(m
∗
l ) = max
{
{Uwj(m1), Uwj(m2), ...., Uwj(mN)}\ ∪
i=1,..,j−1
A(wi)
}
❆❧❧ ♠❡♥ ❛♥❞ ✇♦♠❡♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✶ ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❚❚❈ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❙t❡♣ ✷✱ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❡♥ ♦❢ ❛❧❧ ✇♦♠❡♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✷ ❤❛✈❡
❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛t ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ ✷ ❤❛s ❛
✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥ ❢r♦♠ ❛♠♦♥❣st t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♥♠❛t❝❤❡❞ ♠❡♥✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡♣❡❛t❡❞❧② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤
t❤❡ ❝❧❛✐♠✳ 
❙t❡♣ ✻
❈❧❛✐♠✿ A∗ ✐s ✇♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳
Pr♦♦❢ ✿
✷✽
❙✉♣♣♦s❡ A∗ ✐s ♥♦t ✇♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡♥ ∃ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′ 6= A∗ s✉❝❤ t❤❛t
U˜wi(A
′) ≥ U˜wi(A
∗) ∀wi ∈ W ❛♥❞ ∃ wi′ ∈ W s✉❝❤ t❤❛t U˜wi′ (A
′) > U˜wi′ (A
∗)✳ ❉❡✜♥❡
i′
♠✐♥
:= ♠✐♥
{
i′ ∈ {1, 2, ..., N}|U˜wi′ (A
′) > U˜wi′ (A
∗)
}
✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ A∗ ❛ss✐❣♥s w1
t♦ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥✳ ❍❡♥❝❡✱ i′
♠✐♥
6= 1✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A∗✱ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿ ■❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ wi′min ❝❧❛s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇♦♠❛♥
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡①✱ wi′min ✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣r✐♦r✐t②✳ ❙✐♥❝❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦✈❡r
♠❡♥ ❛r❡ str✐❝t✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ✐❢ ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′ ♠❛t❝❤❡s wi′min ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt♥❡r t❤❛t
s♦♠❡ ✇♦♠❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥❞❡① ❤❛❞ ✉♥❞❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A∗✱ wi′min ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✇♦rs❡ ♦✛
✉♥❞❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′ t❤❛♥ ✉♥❞❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A∗✳ ❇✉t t❤❛t ❝❛♥♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ s✐♥❝❡
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ i′min✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ∄ i, i ≥ i
′
♠✐♥
✱ s✉❝❤ t❤❛t
A′(wi′
♠✐♥
) = A∗(wi)✳ ❙♦✱ wi′min ✬s ♣❛rt♥❡r ✉♥❞❡r A
′ ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ♣❛rt♥❡r ♦❢ ❛
✇♦♠❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡① ✉♥❞❡r A∗✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ∃ wi ∈ W , i ∈ {2, ..., i
′
♠✐♥
− 1} s✉❝❤
t❤❛t A′(wi′
♠✐♥
) = A∗(wi)✳ ❇✉t t❤❡♥ A
′ ♠✉st ♠❛t❝❤ wi ✇✐t❤ ❛ ♠❛♥ ✇❤♦✱ ✉♥❞❡r A
∗✱
✇❛s t❤❡ ♣❛rt♥❡r ♦❢ ❛ ✇♦♠❛♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞❡① ✭✇❡❛❦❧②✮ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ i′min✳ ❙♦ ✐t ♠✉st
❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t A′(wi) = A
∗(wi˜) ✇❤❡r❡ i˜ ∈ {i
′
♠✐♥
, ..., N}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
♦❢ A∗✱ Uwi(A
∗(wi)) > Uwi(A
∗(wi˜)) = Uwi(A
′(wi)) =⇒ U˜wi(A
′) < U˜wi(A
∗) ✇❤✐❝❤
❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ A′✳ 
❙t❡♣ ✼
A ∈ A∗W =⇒ A ✐s ✇♦♠❛♥✲P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧
Pr♦♦❢ ✿
❙✉♣♣♦s❡ A ✐s ♥♦t ✇♦♠❛♥ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′ 6= A s✉❝❤
t❤❛t U˜wi(A
′) ≥ U˜wi(A) ∀wi ∈ W ❛♥❞ ∃ wi′ ∈ W s✉❝❤ t❤❛t U˜wi′ (A
′) > U˜wi′ (A)✳
▲❡t Wb := {w ∈ W|U˜w(A
′) > U˜w(A)}✳∑
w∈W U˜w(A
′) =
∑
w∈Wb
U˜w(A
′) +
∑
w∈W\Wb
U˜w(A
′) >
∑
w∈W U˜w(A)✳
❍❡♥❝❡✱ A /∈ A∗W ✳ 
✷✾
❙t❡♣ ✽
❈❧❛✐♠✿ ■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s✱ A∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ A∗W ✳
Pr♦♦❢ ✿
❋r♦♠ ❙t❡♣ ✼ ❛❜♦✈❡✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
∑
w∈W U˜w(A
∗) >
∑
w∈W U˜w(A
′)
✇❤❡r❡ A′ 6= A∗ ❛♥❞ A′ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇♦♠❛♥ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❙✉♣♣♦s❡ A′ 6= A∗ ❛♥❞ A′ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✇♦♠❛♥ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳
❉❡✜♥❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦s❡rs L := {w ∈ W|U˜w(A
′) < U˜w(A
∗)} ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❛✐♥❡rs
G := {w ∈ W|U˜w(A
′) > U˜w(A
∗)}
❋♦r I = L,G✱ ❞❡✜♥❡ Imin := ♠✐♥
{
i ∈ {1, 2, ..., N}|wi ∈ I
}
❛♥❞ Imax := ♠❛①
{
i ∈
{1, 2, ..., N}|wi ∈ I
}
✳ ◆♦t✐❝❡✱ Lmin < Gmin✳ ❚♦ s❡❡ ✇❤② t❤✐s ❤♦❧❞s✱ ❛ss✉♠❡✱ ❢♦r t❤❡
s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❛t Lmin > Gmin
✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t Gmin 6= 1✱ ❜❡❝❛✉s❡ A
∗ ♠❛t❝❤❡s
w1 ✇✐t❤ ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ A
∗✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦❧❞s✿
❯♥❞❡r ❛ss✐❣♥♠❡♥t A′✱ ❛♥② ✇♦♠❛♥ wi ∈ G ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛♥✱
✇❤♦✱ ✉♥❞❡r A∗✱ ✇❛s ♣❛rt♥❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✇♦♠❛♥ wi′ ✱ ✇❤❡r❡ i
′ < i✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s
❤♦❧❞s ❢♦r Gmin✳ ❚❤✉s✱ ∃ i ∈ {1, .., Gmin−1} s✉❝❤ t❤❛t ✉♥❞❡r A
′✱ Gmin ❣❡ts i✬s ♣❛rt♥❡r
✉♥❞❡r A∗✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ✇♦♠❛♥ i ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt♥❡r ✉♥❞❡r A′ t❤❛♥ ✉♥❞❡r A∗✳ ❙✐♥❝❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ str✐❝t✱ ✇♦♠❛♥ i ✐s ♥♦t ✐♥❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ A′ ❛♥❞ A∗✳ ❙❤❡ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r
✐♥❞❡① t❤❛♥ Gmin✱ s♦ wi /∈ G✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ wi ∈ L✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥
t❤❛t Lmin > Gmin✳
❍❡♥❝❡✱ ∃ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇♦♠❛♥✱ wLmin ∈ L✱ ✇❤♦ ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱
❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ✐♥❞❡①✮ t❤❛♥ ❛♥② ✇♦♠❛♥ ✐♥ G✳
◆♦✇✱ ∀ w ∈ G✱ U˜w(A
′)− U˜w(A
∗) ≤
(
U˜
(N)
w − U˜
(1)
w
)
≤
(
U˜
(N)
wGmin
− U˜
(1)
wGmin
)
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛❜♦✈❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② w ∈ G ✐s
✇❡❛❦❧② ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ wGmin ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶
✾✳
✽Lmin = Gmin ✐s ♥♦t ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇♦♠❛♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❜♦t❤ ❛ ❧♦s❡r ❛♥❞ ❛ ❣❛✐♥❡r✱
✐✳❡✳✱ s❤❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥ ❜♦t❤ s❡ts L ❛♥❞ G✳
✾❋r♦♠ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❢♦r ❛♥② i < i′✱(
U˜
(N)
w
i′
− U˜
(1)
w
i′
)
< 1
N
(
U˜
(j+1)
wi − U˜
(j)
wi
)
< 1
N
(
U˜
(N)
wi − U˜
(1)
wi
)
<
(
U˜
(N)
wi − U˜
(1)
wi
)
✇❤❡r❡ j ∈ {1, 2, ..., N − 1}
✸✵
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡
∑
w∈G
[
U˜w(A
′)− U˜w(A
∗)
]
≤ |G|.
(
U˜ (N)wGmin
− U˜ (1)wGmin
)
< N.
(
U˜ (N)wGmin
− U˜ (1)wGmin
)
✭✶✵✮
❙✐♥❝❡ Lmin < Gmin✱ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶✱
[
U˜wLmin (A
∗)− U˜wLmin (A
′)
]
> N.
(
U˜ (N)wGmin
− U˜ (1)wGmin
)
=⇒
∑
w∈L
[
U˜w(A
∗)− U˜w(A
′)
]
> N.
(
U˜ (N)wGmin
− U˜ (1)wGmin
) ✭✶✶✮
◆♦✇✱
∑
w∈W U˜w(A
∗)−
∑
w∈W U˜w(A
′)
=
∑
w∈L
[
U˜w(A
∗)− U˜w(A
′)
]
−
∑
w∈G
[
U˜w(A
′)− U˜w(A
∗)
]
✳
❋r♦♠ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮✱
∑
w∈W U˜w(A
∗)−
∑
w∈W U˜w(A
′) > 0 
❙t❡♣ ✾
❈❧❛✐♠✿ ❯♥❞❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆✱ A∗ = A∗BAMM
Pr♦♦❢ ✿
❋r♦♠ ❙t❡♣ ✽ ❛❜♦✈❡✱ A∗ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ A∗W ✐❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❤♦❧❞s✳ ❋r♦♠
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✱ ✐❢ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✱ A∗ = A∗BAMM 
❋ Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸
❋♦r ❛♥② ❧❡✈❡❧ k✱ k ≤ K✱ ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ k ❣❡ts ❤❡r ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥ ✇✐t❤✐♥
❧❡✈❡❧ k✳ ❙♦ ❛ ✇♦♠❛♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ k ✐s ♥♦t ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✈✐❛t✐♥❣ t♦ ❛♥② ♠❛♥ ❛t ❧❡✈❡❧ k✳
● Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹
❙✉♣♣♦s❡ A∗BAMM = A
∗
TTC = A
∗
W ❛♥❞ A
∗
BAMM ✐s ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ❚❤❡♥✱
U∗W +
∑
m∈M U˜m(A
∗
BAMM) >
∑
w∈W U˜w(A) +
∑
m∈M U˜m(A) ∀A 6= A
∗
BAMM ✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❢♦r A = A∗M✱ ✇❡ ❤❛✈❡
✸✶
U∗W +
∑
m∈M U˜m(A
∗
BAMM) >
∑
w∈W U˜w(A
∗
M) + U
∗
M
=⇒ U∗W −
∑
w∈W U˜w(A
∗
M) > U
∗
M −
∑
m∈M U˜m(A
∗
BAMM) > U
∗
M
=⇒ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❇✳
❍ ❉❡t❛✐❧s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✹
❍✳✶ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ s❛t✐s✜❡s ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆
❚❛❜❧❡ ✻✿ ❚❛❜✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s✉♠ ♦❢ ❯t✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛❧❧ P♦ss✐❜❧❡ ❆ss✐❣♥♠❡♥ts
(m,w) ♣❛✐rs
∑
m∈M Um
∑
w∈W Uw
✭✶✱✶✮✱ ✭✷✱✷✮✱ ✭✸✱✸✮ ✶✵✳✶ ✺✺✵✳✶
✭✶✱✷✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✸✱✶✮ ✶✳✷ ✸✵✳✶
✭✶✱✸✮✱ ✭✷✱✶✮✱ ✭✸✱✷✮ ✼ ✶✵✵✻✳✶
✭✶✱✶✮✱ ✭✷✱✸✮✱ ✭✸✱✷✮ ✶✵✳✶ ✺✵✺✳✶
✭✶✱✷✮✱ ✭✷✱✶✮✱ ✭✸✱✸✮ ✶✳✷ ✶✵✷✺✳✶
✭✶✱✸✮✱ ✭✷✱✷✮✱ ✭✸✱✶✮ ✼ ✺✻✳✶
▼❛①✐♠✉♠ ✶✵✳✶ ✶✵✷✺✳✶
❍❡r❡✱ U∗M = 10.1✱ U
∗
W = 1025.1✱ U
∗,(−1)
W = 1006.1
∴ U∗W − U
∗,(−1)
W = 19 > 10.1 = U
∗
M✳
❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ {(1, 2), (2, 1), (3, 3)} ✉♥✐q✉❡❧② ♠❛①✐♠✐③❡s
∑
w∈W Uw✳
❍❡♥❝❡✱ ❈❖◆❉■❚■❖◆ ❆ ❤♦❧❞s✳
❍✳✷ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ s❛t✐s✜❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶
❋✐rst✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ✇♦♠❛♥✬s ✉t✐❧✐t② ❢r♦♠ ❤❡r ✇♦rst ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛t❝❤ ✐s ✵✳✶✳ ◆❡①t✱
♥♦t✐❝❡ t❤❛t w1 ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ w2✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r ✜rst✲❜❡st t♦ ❤❡r
s❡❝♦♥❞✲❜❡st ♠❛t❝❤✱ w1 ❧♦s❡s ✺✵✵ ✉t✐❧s ✇❤✐❧❡ s❤❡ ❧♦s❡s ✹✾✾✳✾ ✉t✐❧s ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r
s❡❝♦♥❞✲❜❡st t♦ ❤❡r t❤✐r❞✲❜❡st✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡r ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✹✾✳✼ ✉t✐❧s✶✵✳ ◆♦t❡
t❤❛t w2✬s ❣❛✐♥ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r ❜❡st t♦ ❤❡r ✇♦rst ♣❛rt♥❡r ❡q✉❛❧s ✹✾✳✾✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
w2 ✐s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t❤❛♥ w3✳ ❇② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r ✜rst t♦ ❤❡r s❡❝♦♥❞✲❜❡st w2 ❧♦s❡s ✷✺
✶✵✹✾✳✾ ❳ ✸ ❂ ✶✹✾✳✼
✸✷
✉t✐❧s ✇❤✐❧❡ s❤❡ ❧♦s❡s ✷✹✳✾ ✉t✐❧s✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✼✳✼ ✉t✐❧s✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤❛t w3 ❣❛✐♥s ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤❡r ✇♦rst t♦ ❤❡r ❜❡st ❝❤♦✐❝❡
✶✶✳
❍✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ✹ ✈✐♦❧❛t❡s ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷
❲❡ ♠✉st s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ M∪W s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❆s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ♦❢ M∪W ❜❡❧♦✇✳
❈❛s❡ ✶
K = 1✱ P1 =M∪W
M ∪ W ❞♦❡s ♥♦t s❛t✐s❢② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ w1 ❛♥❞ w2 ❜♦t❤ ❤❛✈❡ m2 ❛s t❤❡✐r st❛t❡❞
♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❈❛s❡ ✷
K = 2✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s✉❜✲❝❛s❡s ♦❢ t❤✐s ❝❛s❡✳
✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ w1 ❛♥❞ w2 ❛r❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ w3 ✐s ❛t ❛
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ❇♦t❤ w1 ❛♥❞ w2 ❜♦t❤ ❤❛✈❡ m2 ❛s t❤❡✐r st❛t❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❚♦ s❡❡ ✇❤②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t m2 ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s w2 ♦r t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s
✈✐♦❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥ ✭✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✮ ❢♦r t✇♦ ✇♦♠❡♥ ❛r❡
♥♦t ❞✐st✐♥❝t✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦st
♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❛♥ ♦❢ ❜♦t❤ w1 ❛♥❞ w2 ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳
✷✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ w1 ✐s ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ w2 ❛♥❞ w3 ❜♦t❤
❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ m2 ❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♦r t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳
■❢ m2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ m1 ❛♥❞ m3 ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳ ❇✉t w1
♣r❡❢❡rs m2✱ ✇❤♦ ✐s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r m1✱ ✇❤♦ ✐s ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐❢ m2 ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✱ m1
❛♥❞ m3 ♠✉st ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡♥✱ w3✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✈✐♦❧❛t❡s
✶✶✺✳✾ ❳ ✸ ❂ ✶✼✳✼
✸✸
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✱ ❜❡❝❛✉s❡ s❤❡ ♣r❡❢❡rs m1✱ ✇❤♦ ✐s ❛t ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ ♦✈❡r m2✱ ✇❤♦ ✐s
✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳
❈❛s❡ ✸
■❢ K = 3✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲❝❛s❡s✿
❙✉❜✲❝❛s❡ ✶
P1 = {w1,m1}✱ P2 = {w2,m2}✱ P3 = {w3,m3}
◆♦t✐❝❡✱ w1 ♣r❡❢❡rs m2✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r m1✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜✲❝❛s❡ ✷
P1 = {w1,m1}✱ P2 = {w2,m3}✱ P3 = {w3,m2}
◆♦t✐❝❡✱ w1 ♣r❡❢❡rs m2✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦✈❡r m1✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s
✐s ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜✲❝❛s❡ ✸
P1 = {w1,m2}✱ P2 = {w2,m1}✱ P3 = {w3,m3}
◆♦t✐❝❡✱ m1 ♣r❡❢❡rs w3✱ ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✸✱ ♦✈❡r w2✱ ✇❤♦ ✐s ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✷✱ t❤❡r❡❜② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❆s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜✲❝❛s❡ ✹
P1 = {w1,m3}✱ P2 = {w2,m1}✱ P3 = {w3,m2}
◆♦t✐❝❡✱ w1 ♣r❡❢❡rs m2 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✷ ♦✈❡r m3 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✱ t❤❡r❡❜② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜✲❝❛s❡ ✺
P1 = {w1,m2}✱ P2 = {w2,m3}✱ P3 = {w3,m1}
◆♦t✐❝❡✱ w3 ♣r❡❢❡rs m1 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✸ ♦✈❡r m3 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✱ t❤✉s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
❙✉❜✲❝❛s❡ ✻
P1 = {w1,m3}✱ P2 = {w2,m2}✱ P3 = {w3,m1}
◆♦t✐❝❡✱ w1 ♣r❡❢❡rs m2 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✷ ♦✈❡r m3 ✐♥ ❧❡✈❡❧ ✶✱ t❤✉s ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳
✸✹
❍✳✹ ❚♦♣ ❚r❛❞✐♥❣ ❈②❝❧❡s ✭❚❚❈✮ ♦♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✹
■♥ ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❚❚❈✱ M2 ❛♥❞ W2 ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡✳
❚❤❡② ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✶✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❝❡❡❞s t♦ ❙t❡♣ ✷✳ M1 ❛♥❞ W1 ❛r❡ t❤❡
♦♥❧② t✇♦ ❛❣❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✷✳ ■♥ ❙t❡♣ ✸✱ M3
❛♥❞ W3 ♣♦✐♥t t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❚❚❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✿
W1 →M1, W2 →M2, W3 →M3
✸✺
